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1 序文
Riemann対称空間の極地と対蹠集合の概念は Chen-Nagano [3]によって導入されたも
のである．本稿では，その概念を Riemann対称空間を含む等質空間のクラスである Γ対
称空間にまで拡張した．そして Riemann対称空間における極地と対蹠集合の基本的性質
が Γ 対称空間においても同様に成り立つかどうかを調べ，いくつかの性質は成り立つこ
とを証明した．このことは 5節で述べる．さらに [2]の 3.2節を読んで，実旗多様体の Γ
対称空間としての極地と対蹠集合の構造に興味を持ち，SO(5)/S(O(1) × O(2) × O(2))
の Z2 × Z2 対称空間としての極地の具体的な表示と極大対蹠集合の合同類を求めた．そ
の結果は 7節で述べている．今回の結果と入江，酒井，田崎らが行った [6]における複素
旗多様体の k 対称空間としての構造から導かれる実旗多様体の極大対蹠集合の結果が，
F1,2(R5) の場合のみであるが，完全に一致していることがわかった．また竹内は [8] に
て，対称 R空間の対蹠集合とトポロジーの構造の関係の研究を行い，C. Sa´nchez [5]が竹
内の研究を R空間まで拡張することにより，k対称空間の構造から定まる対蹠集合の構造
を明らかにしたが，これらの先行研究と今回得られた結果がどのように関係し，更に今後
どのような研究に発展していくことが期待されるかについての考察を 7節にて述べた．
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2 Riemann 対称空間
Γ対称空間に Riemann対称空間から極地と対蹠集合の概念を導入するために，まず準
備として Riemann対称空間の一般論を解説する．ここで述べるのは [4]及び [10]の内容
に基づいている．
定義 2.1 二乗が恒等変換になる変換を対合的という．M を連結 Riemann 多様体とす
る．任意の x ∈ M に対してM の対合的等長変換 sx が存在して，xが sx の孤立不動点
になるとき，M を Riemann 対称空間と呼ぶ．このような sx を xにおける対称変換と
呼ぶ．
x ∈ M における対称変換 sx について s2x = idM であるので，(dsx)2x = idTxM が成り
立つ．ゆえに (dsx)x の固有値は +1か −1のどちらかになる．いま，ある X ∈ TxM に
対して (dsx)x(X) = X が成り立つとする．このとき c(0) = x, c′(0) = X を満たすM の
測地線 c(t)が存在する．sx が等長変換であることから sx(c(t))は t = 0で xを通る測地
線になり，
d
dt
sx(c(t)) = (dsx)x(c
′(0)) = (dsx)x(X) = X
であることから，sx(c(t)) = c(t)が成り立つ．xが sx の孤立不動点であることから t = 0
の近傍で c(t) = xとなり，X = c′(0) = 0がわかる．従って (dsx)x の固有値は −1のみ
となり，(dsx)x = −idTxM となる．このことから，xを通る任意の測地線 c(t)に対して，
sx(c(t)) = c(−t)となることがわかる．すなわち，sx は xを通る任意の測地線を逆向き
に変換する．そしてこの対称変換 sx の性質から，ある開区間で定義された測地線の定義
域を R全体に拡張できることがわかる．以上より次の定理を得る．
定理 2.1 Riemann対称空間は完備 Riemann多様体になる．
また，次の定理が成り立つ．
定理 2.2（cf. [4] Ch. IV Lemma 3.2.） Riemann 対称空間 M の等長変換全体のなす群
I(M)は，M に推移的に作用し，Lie変換群になる．それにより，M は Riemann等質空
間になる．
定理 2.3 M を Riemann 対称空間とする．M の等長変換群の単位連結成分を G とす
る．o ∈ M をとり，K = {k ∈ G | ko = o}とおいて，γ : G→ G ; g 7→ sogso と定める
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と，γ は Gの対合的自己同型写像となる．Gγ を
Gγ = {g ∈ G | γ(g) = g}
とする．Gγ の単位元の連結成分を Gγ0 とすると
Gγ0 ⊂ K ⊂ Gγ
を満たす．Gの Lie環を g，K の Lie環を kとすると，
k = {X ∈ g | (dγ)e(X) = X}
が成り立つ．(dγ)e の −1固有空間を mとすると，
g = k+m
は直和分解になる．pi : G → M ; g 7→ goとすると (dpi)e により mと ToM は線形同型に
なり，
Expo((dpi)e(X)) = (expX)o (X ∈ m)
が成り立つ．ここで Expは Riemann多様体M の指数写像，expは Lie群 Gの指数写像
とする．
証明 定理を示すために，以下の補題を用いる．
補題 2.1（cf.[4] Ch. I Lemma 11.2.） M を Riemann多様体とし，φ, ψ : M → M を等
長変換とする．ある p ∈ M について φ(p) = ψ(p)かつ (dφ)p = (dψ)p が成り立つとき，
φ = ψ となる．
定理 2.3 の証明をする．任意の k ∈ K について，sokso(o) = k(o) = o であり，
X ∈ ToM とすると
d(sokso)o(X) = (dso)o(dk)o(dso)o(X) = −(dk)o(−X) = (dk)o(X)
が成り立つ．kと soksoがともにM の等長変換であることから補題 2.1より k = sokso =
γ(k)，ゆえにK ⊂ Gγ が成り立つ．次に，Gγ0 の Lie環を hとする．hは (dγ)e の +1固
有空間 lに含まれる．T ∈ lに対して，γ が Gの自己同型写像であることから，t ∈ Rに
対して，
exp(tT ) = exp((dγ)e(tT )) = γ(exp(tT )) = so exp(tT )so
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となる．一方で
exp(tT ) · o = so exp(tT )so · o = so exp(tT ) · o
となるので t ∈ Rを十分小さくとれば，oが soの孤立不動点であることから，exp(tT )·o =
o が成り立つ．従って exp(tT ) ∈ K が従う．Gγ0 が exp(h) で生成されることから，
Gγ0 ⊂ K となる．K の Lie環を kとかくと，
h ⊂ l ⊂ k ⊂ h
が成り立つので，h = l = kが従う．ゆえに (dγ)e の −1固有空間を mとかくと
g = k+m
は直和分解になる．また pi−1(o) = K より Ker(dpi)e = kであり (dpi)e の mへの制限は
線形同型になる．X ∈ mに対して c(t) = Expo((dpi)e(tX))とおき st = sc(t) とおく．さ
らに Tt = st/2so とすると Tto = c(t)となり，{Tt}t∈R は Gの 1パラメータ部分群とな
る．従って，Tt = exp(tY )となる Y ∈ gが存在する．
σTt = sost/2soso = sost/2 = (st/2so)
−1 = T−t
であるので，(dγ)e(Y ) = −Y となる．さらに，
pi(Tt) = Tto = c(t) = Expo((dpi)e(tX))
となることから (dpi)e(X) = (dpi)e(Y )となる．X,Y ∈ mなので (dpi)e|m が線形同型で
あることから X = Y を得る．以上より
Expo((dpi)e(X)) = (expX)o (X ∈ m)
となる． 2
以下，(dpi)e : m→ ToM によって mと ToM を同一視する．
定義 2.2 G を連結 Lie 群とし，K を G の閉部分群とする．G の対合的自己同型 γ :
G→ Gが存在して，Gγ0 ⊂ K ⊂ Gγ を満たし，かつ，AdG(K)がコンパクトになるとき，
(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ．
AdG(K) がコンパクトであるという条件は G/K の G 不変 Riemann 計量の存在を保
証するためにある．
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定理 2.4 (G,K) を Riemann 対称対とする．自然な射影 pi : G → G/K を与えて，
o = pi(e)とする．Riemann対称対を定める対合的自己同型を γ : G → Gとする．この
とき，G不変 Riemann計量が G/K に定まり，oにおける G/K の変換 so を
so ◦ pi = pi ◦ γ
を満たすように定めると，so は oにおける G/K の対称変換になる．g ∈ Gの G/K への
作用を τ(g)で表し，各点 p ∈ G/K について p = τ(g)oとなる g ∈ Gをとる．G/K の
変換 sp を
sp = τ(g) ◦ so ◦ τ(g−1)
を満たすように定めると，sp は pにおける G/K の対称変換になる．これにより，G/K
は Riemann対称空間になる．また
τ(γ(g)) = soτ(g)so
が成り立つ．逆に対称空間M が与えられたとき，M の等長変換群の単位連結成分を G
とおき，o ∈M をとりK = {k ∈ G | ko = o}とおいて γ : G→ G ; g 7→ sogso と定める
と，定理 2.3より G/K は Riemann対称対となり，γ は Riemann対称対を定める Gの
対合的自己同型になる．
証明 g を G の Lie 環，k を K の Lie 環とする．(dγ)e が g の対合的自己同型である
ことから，k は (dγ)e の +1 固有空間になり，m を (dγ)e の −1 固有空間とすれば g は
g = k + mと直和分解される．(dpi)e の核が kであることから Ker(dpi)e|m = {0}を満た
す．ゆえに，(dpi)e|m : m → To(G/K)は線形同型になる．AdG(K)がコンパクトである
ことから，m には AdG(K) 不変な内積が存在する．その内積を 〈 , 〉 とする．To(G/K)
上の内積 〈 , 〉o を X,Y ∈ To(G/K)に対して，
〈X,Y 〉o = 〈(dpi)−1e X, (dpi)−1e Y 〉
と定義する．〈 , 〉o は各 k ∈ K に対し d(τ(k))o 不変な内積になる．次に，各 p ∈ G/K に
対して p = goとなる g ∈ Gをとる．Tp(G/K)上の内積 〈 , 〉p を X,Y ∈ Tp(G/K)に対
して
〈X,Y 〉p = 〈(d(τ(g−1))o)pX, (d(τ(g−1))o)pY 〉o
と定義する．これは g ∈ Gのとり方に依存せずに定まり，pに対して滑らかに依存してい
る．これにより，G/K に G不変 Riemann計量が定まる．so : G/K → G/K を
so ◦ pi = pi ◦ γ
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を満たすように定めると，so は oにおける対称変換になる．各点 p ∈ G/K を p = τ(g)o
を満たす g ∈ Gを用いて表す．sp : G/K → G/K を
sp = τ(g) ◦ so ◦ τ(g−1)
で定義する．sp は pにおける G/K の対称変換になり，これにより G/K は Riemann対
称空間になる．sp の定義が p = τ(g)oなる g ∈ Gの選び方によらずに定まることを示す．
p = τ(g1)o = τ(g2)oを満たすような g1, g2 ∈ Gをとる．このとき，τ(g−11 g2)o = oであ
ることから
so = τ(g
−1
1 g2) ◦ so ◦ τ((g−11 g2)−1) = τ(g−11 ) ◦ τ(g2) ◦ so ◦ τ(g−12 ) ◦ τ(g1)
g ∈ Gに対して，τ(g)−1 = τ(g−1)となることから τ(g1)◦so◦τ(g−11 ) = τ(g2)◦so◦τ(g−12 )
が成り立つ．また g, x ∈ Gについて，
so ◦ τ(g)(xK) = so ◦ τ(gx)(K) = so ◦ pi(gx) = pi ◦ γ(gx) = γ(gx)K
= γ(g)γ(x)K = τ(γ(g))γ(x)K = τ(γ(g))pi(γ(x))
= τ(γ(g))so(pi(x)) = τ(γ(g))so(xK)
従って，so ◦ τ(g) = τ(γ(g)) ◦ so，すなわち τ(γ(g)) = soτ(g)so が成り立つ． 2
3 Riemann対称空間の極地と対蹠集合
Riemann対称空間における極地と対蹠集合の一般論の解説をする．ここで述べる諸性
質は [11]の第 6章の内容に基づいている．
定義 3.1 Riemann多様体M の部分多様体 N について，N のすべての測地線がM の
測地線になるとき，N をM の全測地的部分多様体と呼ぶ．
補題 3.1 Riemann 多様体の等長変換の不動点集合の連結成分は全測地的部分多様体に
なる．
集合 X の変換 φ : X → X の不動点集合を F (φ,X)と書くことにする．
定義 3.2 M をコンパクト Riemann対称空間とする．x ∈M における対称変換 sx の不
動点集合 F (sx,M)を次のように連結成分の合併に分解する．
F (sx,M) =
r⋃
k=0
M+k
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この連結成分の一つ一つをM の極地と呼ぶ．極地が一点からなるとき，極と呼ぶ．{x}
は常に F (sx,M)の連結成分になるので，M+0 = {x}は自明な極と呼ぶ．
補題 3.1からコンパクト Riemann対称空間の各極地M+j はM の全測地的部分多様体
になる．
補題 3.2 Riemann対称空間M の点 xとM の等長変換 g に対して、sgx = gsxg−1 が
成り立つ．
証明 二つの等長変換 sgx, gsxg−1 はともに gx を固定し，(dsgx)gx, (dgsxg−1)gx :
TgxM → TgxM はともに −id になる．従って補題 2.1 より，sgx = gsxg−1 が成り
立つ． 2
定義 3.3 ある集合 X に群 Gが作用しているとする．X の部分集合 A1, A2 が G合同で
あるとは，ある g ∈ Gにより gA1 = A2 となることをいう．
命題 3.1 M をコンパクト Riemann 対称空間として，M の等長変換群の単位連結成分
を Gとする．M の異なる点の不動点集合は G合同になる．
証明 x, y ∈ M とする．定理 2.2 よりM の等長変換群 I(M) はM に推移的に作用す
る．いまM は Riemann 対称空間であり，連結であるので，G はM に推移的に作用す
る．ゆえにある g ∈ Gが存在して y = gxを満たす．補題 3.2より sy = gsxg−1 となり，
p ∈M に対し sy(p) = pが成り立つことの必要十分条件は sx(g−1p) = g−1pであるので，
F (sy,M) = gF (sx,M)
が従う． 2
命題 3.1より，コンパクト Riemann対称空間の極地を考える場合，原点をとりその不
動点集合を考えれば十分であることが分かる．
命題 3.2 Riemann対称対 (G,K)を G/K がコンパクト Riemann対称空間となるよう
にとる．γ を Rimann対称対 (G,K)を定めるGの対合的自己同型とする．gを Gの Lie
環として，(dγ)e により gを +1,−1固有空間に分解し，その固有空間分解を g = k + m
と表す．自然な射影 pi : G → G/K を与えて，o = pi(e)とする．aを mの極大可換部分
空間とする．定理 2.3 より m と ToM を同一視し，Expoa = A とおく．このとき A を
oを通る G/K の極大トーラスと呼ぶ．このとき F (so, G/K) = KF (so, A)が成り立つ．
8
また，
Γ(G/K) = {H ∈ a | ExpoH = o}
とおくと F (so, A) = Expo 12Γ(G/K)が成り立つ．F (so, A)は有限集合であり，G/K の
各極地は F (so, A)の点を起点とするK 軌道になる．
証明 命題を証明するために，Riemann対称空間の一般論として成り立つ次の定理を用
意する．
定理 3.1 (G,K) を Riemann 対称対とし，これから定まる G の Lie 環の直和分解を
g = k+mとする．aを m内の極大可換部分空間とする．A = Expoaとおくと，
m =
⋃
k∈K
AdG(k)a,　 G/K =
⋃
k∈K
kA
が成り立つ．
命題 3.2の証明をする．定理 3.1より，任意の x ∈ G/K に対して x = kaとなる k ∈ K
と a ∈ Aが存在する．補題 3.2を用いると，
so(x) = so(ka) = kk
−1so(k)a = ksk−1(o)(a) = kso(a)
が成り立ので，x ∈ F (so, G/K) の必要十分条件は a ∈ F (so, A) であることがわか
る．よって，F (so, G/K) = KF (so, A) が成り立つ．次に a ∈ A をとる．すると，あ
る H ∈ a により a = ExpoH と表せる．soExpoH = Expo(−H) が成り立つので，
soExpoH = ExpoH を仮定すると，Expo(−H) = ExpoH が従う．m と To(G/K) と
の同一視により，(exp(−H))o = (expH)o がいえる．(expH)−1o = (expH)o が成
り立ち、すなわち (exp 2H)o = o が成り立つ．従って Expo(2H) = o が成り立ち
H ∈ 12Γ(G/K) が従う．これは逆も成り立つので，F (so, A) = Expo 12Γ(G/K) が成り
立つ．一方で，H1,H2 ∈ 12Γ(G/K) に対して，KExpoH1 ∩ KExpoH2 ̸= ∅ のとき，
KExpoH1 = KExpoH2 が成り立つ．ゆえに，
F (so, G/K) =
⋃
H∈ 12Γ(G/K)
{kExpoH | k ∈ K}
は非交和になる．F (so, A) が有限集合であることから，G/K の各極地は F (so, A) の点
を起点とするK 軌道になることがわかる． 2
定義 3.4 Riemann対称空間の点 xにおける対称変換を sx とする．M の部分集合 Aが
対蹠集合であるとは，任意の x, y ∈ A に対して sx(y) = y が成り立つことをいう．M
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の対蹠集合 Aが極大対蹠集合であるとは，Aを含むM の任意の対蹠集合 A′ に対して，
A = A′ が成り立つことをいう．M の対蹠集合の濃度の上限を 2-numberといい #2M
で表す．2-numberを与える対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ．
注意 大対蹠集合が極大対蹠集合になることは明らかである．逆に，極大対蹠集合が大
対蹠集合になるとは限らない．
命題 3.3 M を Riemann 対称空間とする．M に定まる Riemann 計量を 〈 , 〉 とする．
このとき任意の x, y ∈M に対して次が成り立つ．
sx(y) = y のとき sy(x) = x
証明 x, y ∈ M を sx(y) = y を満たすものとする．M は連結な完備 Riemann 多様
体であるから，c(0) = x, c(1) = y を満たす測地線 c(t) が存在する．sx(x) = x かつ
(dsx)x = −idTxM より sx は xを通る測地線を逆向きに変換するので，sx(c(t)) = c(−t)
が成り立つ．さらに，c(−1) = sx(c(1)) = sx(y) = y が成り立つ．Riemann対称空間の
測地線 c(t)は Lie群 Gの 1パラメーター部分群の軌道で表されるから
c(t) = (exp tX) · x
となるような X ∈ gがとれる．ただし gは Gの Lie環とする．c(1) = y = c(−1)より
(exp(−X)) · x = (expX) · xとなることから，
c(2) = (exp 2X) · x = (exp(−X))−1(expX) · x = x
となる．任意の t ∈ Rに対して，
c(t) = (exp tX) · x = (exp tX) · c(2) = (exp tX)(exp 2X) · x
= (exp(t+ 2)X) · x = c(t+ 2)
従って，c(t)は周期 2をもつ．c˜(t) = c(t+1)とおくと，˜c(0) = c(1) = y，˜c(1) = c(2) = x
を満たす．sy(y) = y と (dsy)y = −idTy(G/K) より，sy は y を通る測地線を逆向きに変
換するので sy(c˜(t)) = c˜(−t)が成り立つ．
sy(c(t)) = sy(c˜(t− 1)) = c˜(−(t− 1)) = c˜(1− t)
= c((1− t) + 1) = c(2− t) = c(−t)
従って，sy(x) = sy(c(0)) = c(0) = xが従う. 2
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命題 3.4 コンパクト Riemann対称空間M とその極地M+0 ,M+1 , . . . ,M+r に対して
#2M ≤
r∑
k=0
#2M
+
k
が成り立つ．
証明 M+0 ,M+1 , . . . ,M+r を点 o ∈ M におけるM の極地とする．A ⊂ M を o を含む
M の対蹠集合とすると A ⊂ F (so,M)が成り立ち，
A =
r⋃
k=0
(A ∩M+k )
となる．各 x ∈ M+k に対して，M の xにおける対称変換 sx のM+k への制限 sx|M+k を
与える．補題 3.1 より，M+k に M からの誘導計量を与えることにより，M+k は M の
Riemann部分多様体になり，M+k の任意の測地線は sx|M+k により逆向きに変換されるこ
とがわかる．このことから，sx|M+k は誘導された計量を保存する等長変換になることが
わかる．sx|M+k が対合的であり，x を孤立不動点として持つことは明らかである．従っ
てM+k はコンパクト Riemann対称空間になる．各 A ∩M+k について，M における対蹠
的な性質はM+k においてもそのまま保存されることがM+k の点対称の定義からわかるの
で，A ∩M+k はM+k の対蹠集合になる．ゆえに，
#A =
r∑
k=0
#(A ∩M+k ) ≤
r∑
k=0
#2M
+
k
が成り立つ．#Aの上限が #2M なので
#2M ≤
r∑
k=0
#2M
+
k
を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
命題 3.5 コンパクトRiemann対称空間の対蹠集合は有限集合になる．さらに 2-number
も有限になる．
証明 A をコンパクト Riemann 対称空間 M の対蹠集合とする．x ∈ A に対して
A ⊂ F (sx,M) が成り立ち，x は F (sx,M) の孤立点なので，x は A の孤立点になる．
11
従って Aは離散集合になる．さらに Aは閉集合であり，とくにコンパクトなので有限集
合になる． M+0 ,M+1 , . . . ,M+r をM の極地とする．命題 3.4より，
#2M ≤
r∑
k=0
#2M
+
k
が成り立つ．M+k が極のとき #2M+k = 1であり，このとき極地を取る操作は終了する．
M+k が極ではないとき，ok ∈M+k をとり，さらにその極地として，
F (sok ,M
+
k ) =
rk⋃
j=0
(M+k )
+
j
を定める．すると命題 3.4より，
#2M
+
k ≤
rk∑
j=0
#2(M
+
k )
+
j
が成り立つ．Riemann対称空間M においてその極地の次元はM の次元より真に小さい
ので，このような極地を取る操作を有限回繰り返すと極のみ残る．従って #2M < ∞が
成り立つ． 2
4 実 Grassmann多様体
本稿の 7節で扱うことになる実旗多様体は実 Grassmann多様体の概念の拡張である．
ゆえに実 Grassmann多様体に入る位相，多様体構造から定めて，作用する Lie群の作用
が等長変換になることを述べる．そしてその群作用により，Riemann対称空間になるこ
とを解説する．さらには極地と対蹠集合，そこから 2-numberがどのように定まるかも述
べる．本節の内容は [10]の 1.4, 2.1節及び，[11]の 6.1, 6.2節の内容に基づいている．な
お，本節の内容は係数体 Rを C,Hで置き換えても同様の議論をすることができる．
自然数 r, n をとり，r + n 次元実ベクトル空間 Rr+n 内の r 次元実部分空間全体を
Gr(Rr+n) で表す．Gr(Rr+n) を実 Grassmann 多様体と呼ぶ．特に r = 1 の場合に
G1(R1+n) を n 次元実射影空間と呼び，RPn とも書く．e1, . . . , er+n を Rr+n の標準的
正規直交基底とする．o = {e1, . . . , er}R を Gr(Rr+n)の原点とする．V ∈ Gr(Rr+n)に
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対して
φV : HomR(V, V
⊥)→ Gr(Rr+n) ; f 7→ graphf = {v + f(v) | v ∈ V }
OV = {U ∈ Gr(Rr+n) | U ∩ V ⊥ = {0}}
とおく．ここで，V ⊥ は Rr+n の標準内積に関する V の直交補空間を表す．さらに
OOV = {O ⊂ OV | φ−1V (O)が HomR(V,V ⊥)の開集合 }
とする．つぎに，
O˜ =
⋃
V ∈Gr(Rr+n)
OOV
とおく．Gr(Rr+n) に O˜ によって生成される位相を定める．この位相により，OV は V
を含む Gr(Rr+n) の近傍になる．そして {(OV , φV )}V ∈Gr(Rr+n) を座標近傍系としても
つような多様体構造を Gr(Rr+n)に定める．これにより，Gr(Rr+n)が可微分多様体とな
ることの詳しい解説は [10]を参照されたい．
O(r + n)が Gr(Rr+n)に推移的に作用することを示す．任意の V ∈ Gr(Rr+n)に対し
て，V の正規直交基底 v1, . . . , vr をとる．これを Rr+n の正規直交基底 v1, . . . , vr+n に延
長する．すると e1, . . . er+n を v1, . . . , vr+n に写す u ∈ O(r + n)が存在する．このとき
uo = V が成り立つ．つぎに，
K = {k ∈ O(r + n) | ko = o}
とする．k ∈ K を k11 ∈ Mr,r(R), k12 ∈ Mr,n(R), k21 ∈ Mn,r(R), k22 ∈ Mn,n(R) と
して，
k =
[
k11 k12
k21 k22
]
と表す．1 ≤ i ≤ r に対して kei ∈ oとなるので，k21 = 0（零行列）を得る．ko = oよ
り，ko⊥ = o⊥ となるので r + 1 ≤ j ≤ r + n に対して，kej ∈ o⊥ が成り立つ．従って
k12 = 0（零行列）を得る．これにより，
K ⊂
{[
k11 0
0 k22
]
∈ O(r + n)
∣∣∣∣ k11 ∈Mr(R), k22 ∈Mn(R)}
ここで右辺において，k11 ∈ O(r), k22 ∈ O(n)となることがわかるのでK ⊂ O(r)×O(n)
が成り立つ．逆に O(r)×O(n)は oを固定するので，K = O(r)×O(n)が成り立つ．以
上より Gr(Rr+n)は O(r + n)/O(r)×O(n)と微分同型になる．
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次に，SO(r + n) が Gr(Rr+n) に推移的に作用することを示す．O(r + n) のとき
と同様に，任意の V ∈ Gr(Rr+n) に対して V の正規直交基底 v1, . . . , vr をとる．こ
れを Rr+n の正規直交基底 v1 . . . vr+n に延長する．ここで v1, . . . , vr+n を必要ならば
v1 . . . vr+n−1,−vr+n で置き換えると，uo = V なる u ∈ SO(r + n)がとれる．oを固定
する SO(r + n)の部分群は
S(O(r)×O(n)) = (O(r)×O(n)) ∩ SO(r + n)
となることから，Gr(Rr+n)は SO(r + n)/S(O(r)×O(n))と微分同型になる．
ここで，O(r + n) の Gr(Rr+n) への群作用が等長変換になるような Riemann 計量を
Gr(Rr+n)に定めたい．そのために，次の定義と命題を与える．
定義 4.1 G/K を Riemann計量が与えられた等質空間とする．g ∈ Gの G/K への作用
τ(g) : G/K → G/K ; xK 7→ gxK が等長変換になるとき，その Riemann計量を G不変
という．
命題 4.1（cf. [9] 系 2.3.12） Gを Lie群とし，K を Gのコンパクト Lie部分群とする．
GとK の Lie環をそれぞれ gと kとする．このとき，gの直和分解
g = k+m
が存在し，
AdG(K)k ⊂ k,　 AdG(K)m ⊂ m
を満たす．等質空間 G/K の G不変 Riemann計量の全体と，mの AdG(K)不変な内積
の全体は一対一に対応する．さらに，m の AdG(K) 不変な内積は存在し，従って G/K
の G不変 Riemann計量も存在する．
O(r + n)の Lie環
o(r + n) = {X ∈Mr+n(R) | tX +X = 0}
について，
o(r)⊕ o(n) =
{[
X11 0
0 X22
]∣∣∣∣X11 ∈ o(r), X22 ∈ o(n)} ,
m =
{[
0 X
−tX 0
]∣∣∣∣X ∈Mr,n(R)}
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によって直和分解 o(r + n) = o(r)⊕ o(n) +mを与える．
k =
[
k11 0
0 k22
]
∈ O(r)×O(n)
に対して，
Ad(k)
[
0 X
−tX 0
]
=
[
k11 0
0 k22
] [
0 X
−tX 0
] [
tk11 0
0 tk22
]
=
[
0 k11X
tk22
−k22tXtk11 0
]
=
[
0 k11X
tk22
−t(k11Xtk22) 0
]
従って Ad(O(r)×O(n))m ⊂ mがわかった．ここで，
m ∋
[
0 X
−tX 0
]
←→ X ∈Mr,n(R)
によって，mとMr,n(R)を同一視する．この同一視によって，Ad(O(r)×O(n))の mへ
の作用は
Ad
([
k11 0
0 k22
])
·X = k11Xtk22　 (X ∈Mr,n(R))
となる．Mr,n(R)上の二次形式 〈 , 〉を
〈X,Y 〉 = tr(tXY )　 (X,Y ∈Mr,n(R))
で定義する．X = (Xab), Y = (Yab) ∈Mr,k(R)に対して，
〈X,Y 〉 = tr(tXY ) =
∑
a,b
XabYab
であることから 〈 , 〉は正定値対称二次形式になる．k11 ∈ O(r), k22 ∈ O(n)と，X,Y ∈
Mr,n(R)に対して，
〈k11Xtk22, k11Y tk22〉 = tr(t(k11Xtk22)k11Y tk22) = tr(k22tXtk11k11Y tk22)
= tr(k22
tXY tk22) = tr(
tXY ) = 〈X,Y 〉
従って 〈 , 〉は Ad(O(r)×O(n))不変になり，命題 4.1より対応する Gr(Rr+n) = O(r +
n)/O(r)×O(n)上の Riemann計量は O(r + n)不変になる．
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Gr(Rr+n)が Riemann対称空間になることを示す．V ∈ Gr(Rr+n)に対して，V の基
底を v1, . . . , vr，V ⊥ の基底を vr+1, . . . , vr+n と表す．
sV = idV ⊕ (−idV ⊥)
によって sV を定める．sV の基底 v1, . . . , vr+n に関する行列表示は
sV =
[
Er 0
0 −En
]
∈ O(r + n)
と表される．sV の Rr+n への作用は Gr(Rr+n)への作用を誘導し，上で定めた Riemann
計量に関して sV の Gr(Rr+n)への作用は等長変換になる．sV の表示から s2V = idもわ
かる．V の近傍 OV における sV の不動点が V のみであることを示す．x ∈ OV とする．
Rr+n = V ⊕ V ⊥ より v1, . . . , vr ∈ V,w1, . . . , wr ∈ V ⊥ をとり，v1 +w1, . . . , vr +wr を
xの基底とすることができる．Rr+n から V への直交射影を PV で表す．PV の核は V ⊥
だから，PV の xへの制限 PV |x : x→ V の核は x ∩ V ⊥ = {0}となり PV |x は単射にな
る．さらに x と V の次元は等しいので PV |x は線形同型写像になる．よって v1, . . . , vr
は V の基底になる．sV (x) = xを仮定する．1 ≤ i ≤ r について，
vi =
1
2
(vi + wi + vi − wi) = 1
2
(vi + wi + sV (vi + wi)) ∈ x
が成り立つ．従って，x = {v1, . . . , vr}R = V が成り立ち，OV における sV の不動点は
V のみになり，V が sV の孤立不動点であることが分かった．以上より，Gr(Rr+n) は
Riemann対称空間になることがわかった．　
Gr(Rr+n)の極地と対蹠集合について述べる．Gr(Rr+n)と Gn(Rr+n)を対応
Gr(Rr+n)→ Gn(Rr+n) ; V 7→ V ⊥
が微分同型写像になることにより同一視する．ゆえに以下では r ≤ n と仮定して一般性
を失わない． V ∈ Gr(Rr+n)に関する対称変換は sV = idV ⊕ (−idV ⊥)と表せることか
ら sV による Gr(Rr+n)の不動点集合は
F (sV , Gr(Rr+n)) =
r⋃
k=0
{V1 ⊕ V2 | V1 ∈ Gk(V ), V2 ∈ Gr−k(V ⊥)}
となる．特に V = Rr = oの場合，
F (so, Gr(Rr+n)) =
r⋃
k=0
Gk(Rr)×Gr−k(Rn)
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となる．
{{ei1 , · · · , eir}R ∈ Gr(Rr+n) | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ r + n}
は Gr(Rr+n) の大対蹠集合になり，逆に Gr(Rr+n) の大対蹠集合は必ずこの形で与えら
れる．従って，
#2Gr(Rr+n) =
(
r + n
r
)
を得る．　　　　　　　　　　　　　
5 Γ対称空間とその極地と対蹠集合
本節ではまず Γ対称空間の定義を与えて，それから Riemann対称空間の極地と対蹠集
合の概念の拡張として，Γ対称空間に極地と対蹠集合の概念を導入する．さらに Riemann
対称空間で成り立つ極地と対蹠集合の一般論が，Γ対称空間において同様に成り立つのか
どうかを調べた．その結果，いくつかの基本的性質は同様に成り立つことがわかった．
定義 5.1 Γ を有限群，G を連結 Lie 群，K を G の閉 Lie 部分群とする．単射準同型
ρ : Γ→ Aut(G)が存在して次の条件を満たすとき，等質空間G/K を Γ対称空間と呼ぶ．
GΓ = {g ∈ G | ρ(γ)g = g (γ ∈ Γ)}として，GΓ0 を Gの単位連結成分とする．このとき
GΓ0 ⊂ K ⊂ GΓ が成り立つ．
定義 5.1は [1]の 3節の定義 5に基づいているが，Γが可換群であることと，GがG/K
に効果的に作用しているという仮定は，今節で述べる以下の補題を証明するうえで仮定
を用いずに証明できるので除外した．また，Γ = Z2 かつ AdG(K) がコンパクトのとき
G/K は Riemann対称空間になるので，Γ対称空間は Riemann対称空間の拡張になるこ
ともわかる．
以下，ρ(γ)を単に γ と表すことにする．G/K を Γ対称空間とする．eを Gの単位元
とし，o = eK ∈ G/K とおく．Γ対称空間の対蹠集合を考える上で，Riemann対称空間
と同様に対称変換を定義する．
補題 5.1 G/K の oにおける変換 s(γ,o) を
s(γ,o)(gK) = γ(g)K
で定義したとき，s(γ,o) は well-definedになる．
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証明 2点 g1, g2 ∈ Gをとり g1K = g2K を満たすものとする．このとき
GΓ ⊃ K ∋ g−11 g2 = γ(g−11 g2) = γ(g−1)γ(g2) = (γ(g1))−1γ(g2)
すなわち，γ(g1)K = γ(g2)K が従う． 2
補題 5.2 任意の x ∈ G/K に対して，x = goとなる g ∈ Gをとる．G/K の xにおける
変換 s(γ,x) を
s(γ,x)(y) = gs(γ,o)(g
−1y) (y ∈ G/K)
で定義したとき，s(γ,x) は well-definedになる．
証明 2点 g1, g2 ∈ Gをとり x = g1o = g2oを満たすものとする．y ∈ G/K とする．こ
のとき g−11 g2 ∈ o = eK ⊂ GΓ より，
g−11 g2s(γ,o)(g
−1
2 y) = γ(g
−1
1 g2)γ(g
−1
2 )y = γ(g
−1
1 g2g
−1
2 )y = γ(g
−1
1 )y = s(γ,o)(g
−1
1 y)
すなわち，g1s(γ,o)(g−11 y) = g2s(γ,o)(g−12 y)が従う． 2
点 x ∈ G/K における対称変換 s(γ,x) の集合を
Γx = {s(γ,x) | γ ∈ Γ}
として，その不動点集合を
F (Γx, G/K) =
⋂
γ∈Γ
F (s(γ,x), G/K)
で定義する．基本的性質として，次が成り立つ．
命題 5.1 任意の x ∈ G/K に対して，x = goとなる g ∈ Gにより，
F (Γx, G/K) = gF (Γo, G/K)
が成り立つ．
証明 任意の γ ∈ Γに対して，
F (s(γ,x), G/K)
={p ∈ G/K | s(γ,x)(p) = p} = {p ∈ G/K | gs(γ,o)(g−1p) = p}
={p ∈ G/K | s(γ,o)(g−1p) = g−1p} = {p ∈ G/K | g−1p ∈ F (s(γ,o), G/K)}
=gF (s(γ,o), G/K)
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従って，g : G/K → G/K; p 7→ gpが微分同型写像であることから，
F (Γx, G/K) =
⋂
γ∈Γ
F (s(γ,x), G/K) =
⋂
γ∈Γ
gF (s(γ,o), G/K) = g(
⋂
γ∈Γ
F (s(γ,o), G/K))
= gF (Γo, G/K)
が従う． 2
補題 5.3 F (Γx, G/K)は xを孤立点にもつ．
証明 第一に，F (Γo, G/K)は oを孤立点にもつことを示す．そのためにまず、K = GΓ
の場合を考える．V を G の Lie 環 g の零元の十分小さい近傍とすれば，指数写像
exp |V : V → expV は微分同型写像になる．x = gK ∈ G/K が任意の γ ∈ Γに対して
s(γ,o)(gK) = gK を満たすとする．γ ∈ Γを固定する．γ(g)K = gK より g−1γ(g) ∈ K
ゆえ，k(γ,g) = g−1γ(g)と表せるような k(γ,g) ∈ K が存在する．γ の位数を Pγ とする．
m を 2 以上の整数とする．km(γ,g) = g−1γm(g) を数学的帰納法によって証明する．
km−1(γ,g) = g
−1γm−1(g)を仮定する．
km(γ,g) = (g
−1γ(g))(g−1γm−1(g)) = (g−1γ(g))γ(g−1γm−1(g))
= g−1γ(g)γ(g−1)γm(g) = g−1γ(gg−1)γm(g)
= g−1γ(e)γm(g) = g−1γm(g)
ゆえに，kPγ(γ,g) = g−1γPγ (g) = g−1g = eが成り立つ．U ′γ = exp( 1Pγ V )とおく．Gの変換
φ : G → G; g 7→ g−1γ(g)を与えると φは連続である．ゆえに U˜γ
−1
γ(U˜γ) ⊂ U ′γ を満た
すような eを含む Gの近傍 U˜γ が存在する．Uγ = U ′γ ∩ U˜γ とする．さらに U =
⋂
γ∈Γ
Uγ
とする．g ∈ U のとき，任意の γ ∈ Γに対して，k(γ,g) = g−1γ(g) ∈ U−1γ γ(Uγ) ⊂ U ′γ．
このとき，exp( 1Pγ Y(γ,g)) = k(γ,g) となるような Y(γ,g) ∈ V が存在する．exp(Y(γ,g)) =
k
Pγ
(γ,g) = eとなり，exp |V の単射性から Y(γ,g) = 0を得る．従って，k(γ,g) = g−1γ(g) = e
から γ(g) = gを得る．従って，g ∈ GΓ = K ゆえに x = gK = oが従う．pi : G→ G/K
を自然な射影とし，U˜ = pi(U)とすれば，U˜ ∩ F (Γo, G/K) = {o}がわかった．
一般に、GΓ0 ⊂ K ⊂ GΓ の場合を考える。被覆写像 p : G/K → G/GΓ ; gK 7→ gGΓ を
定める． gK ∈ F (ΓeK , G/K)とする．このとき，任意の γ ∈ Γに対して，γ(g)K = gK，
すなわち g−1γ(g) ∈ K ⊂ GΓ が成り立つ．ゆえに γ(g)GΓ = gGΓ．従って p(gK) ∈
F (ΓeGΓ , G/G
Γ)が成り立ち，F (ΓeK , G/K) ⊂ p−1(F (ΓeGΓ , G/GΓ))となる．従って，
p−1({eGΓ}) = p−1(U˜ ∩ F (ΓeGΓ , G/GΓ)) = p−1(U˜) ∩ p−1(F (ΓeGΓ , G/GΓ))
⊃ p−1(U˜) ∩ F (ΓeK , G/K)
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が成り立つ．eK ∈ p−1(U˜) ∩ F (ΓeK , G/K)であり，p−1({eGΓ})が離散集合であること
から F (Γo, G/K)は oを孤立点としてもつ．
g による作用 τ(g) : G/K → G/K ; p 7→ gpは微分同型写像である．さらに命題 5.1を
用いることにより，
g(p−1(U˜) ∩ F (ΓeK , G/K)) = g(p−1(U˜)) ∩ F (Γx, G/K) ∋ x
が成り立つ．g(p−1(U˜))は xを含む G/K の近傍なので，結論が従う． 2
Γ対称空間 G/K の点 xにおける極地を定義する．
定義 5.2 Γ対称空間 G/K の点 xに関する不動点集合 F (Γx, G/K)を次のように連結成
分の合併に分解する．
F (Γx, G/K) =
r⋃
j=0
M+j
この M+j の一つ一つを極地という．また，M+j が一点からなるとき極という．特に，
M+0 = {x}を自明な極という．
命題 5.1から G/K の極地を調べる場合，原点についてのみ調べれば十分であることが
わかる．
命題 5.2 F (Γo, G/K)はK 不変になる．
証明 任意の k ∈ K と p ∈ F (Γo, G/K) をとる．g ∈ G を p = go となるものとする．
γ ∈ Γを任意とする．k ∈ K ⊂ GΓ より，
s(γ,o)(kp) = s(γ,o)(kgo) = γ(kg)o = γ(k)γ(g)o = kγ(g)o = ks(γ,o)(go) = ks(γ,o)(p) = kp
従って kp ∈ F (s(γ,o), G/K)が成り立ので，KF (Γo, G/K) ⊂ F (Γo, G/K)が従う． 2
次に定義することは，Riemann対称空間における対蹠集合の拡張である．
定義 5.3 A ⊂ G/K が G/K の対蹠集合であるとは，任意の x, y ∈ A と γ ∈ Γ に対
して s(γ,x)(y) = y が成り立つことをいう．これは次のように言い換えられる．任意の
x, y ∈ Aに対して，y ∈ F (Γx, G/K)が成り立つ．G/K の対蹠集合 Aが極大対蹠集合で
あるとは，Aを含む G/K の任意の対蹠集合 A′ に対して，A = A′ が成り立つことをい
う．G/K の対蹠集合の濃度の上限を対蹠数といい，#ΓG/K で表す．対蹠数を与える対
蹠集合を大対蹠集合という．
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6 実旗多様体 F1,2(R5)の極地と対蹠数
[2]の 3.2節では SO(5)/SO(2)×SO(2)×SO(1)の Z2×Z2対称空間としての構造につ
いて述べられている．そこで [2]での記述を参考にして，SO(5)/SO(2)×SO(2)×SO(1)
の Γ 対称空間としての極地と対蹠集合の構造に興味を持ち，計算を行った．するとまず
具体的な極地の表示がわかり，対蹠集合の構造が [6]で述べられている結果と深く関連し
ていることが明らかになった．不動点集合を求める中で，扱いやすい SO(5)/S(O(1) ×
O(2) × O(2)) に対象を置き換えて極地を求めた．なお本節で述べる内容は係数体 R を
C,Hで置き換えても同様の議論ができて，同様の結果が得られる。
G = SO(5)とする．Gの Lie環 so(5)は
so(5) =


0 b1 b2 c1 c2
−b1 0 x1 a1 a2
−b2 −x1 0 a3 a4
−c1 −a1 −a3 0 x2
−c2 −a2 −a4 −x2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xi, ai, bi, ci ∈ R

と表せる．ここで，
ge = {X ∈ so(5) | ai = bi = ci = 0}
ga = {X ∈ so(5) | xi = bi = ci = 0}
gb = {X ∈ so(5) | xi = ai = ci = 0}
gc = {X ∈ so(5) | xi = ai = bi = 0}
を用いて，so(5) = ge ⊕ ga ⊕ gb ⊕ gc と直和分解する．τ1, τ2 : so(5)→ so(5)を次のよう
に定義する．
X ∈ ge ⊕ gaのとき、τ1(X) = X，　 X ∈ gb ⊕ gcのとき、τ1(X) = −X
X ∈ ge ⊕ gbのとき、τ2(X) = X，　 X ∈ ga ⊕ gcのとき、τ2(X) = −X
g = so(5) , k1 = ge ⊕ ga , k2 = ge ⊕ gb とする．(g, k1) = (so(5), s(o(1) ⊕ o(4)))から得
られる対称対 (G,K1)は (G,K1) = (SO(5), S(O(1) × O(4)))となる．さらに G/K1 =
SO(5)/S(O(1)×O(4)) ∼= G1(R5)が成り立つ．次に (g, k2) = (so(5), s(o(3)⊕ o(2)))か
ら得られる対称対 (G,K2) を考えると (G,K2) = (SO(5), S(O(3) × O(2))) となる．さ
らに G/K2 = SO(5)/S(O(3) × O(2)) ∼= G3(R5) を得る．R5 の標準的正規直交基底を
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e1, e2, e3, e4, e5 と表し，o1 ∈ G1(R5), o2 ∈ G3(R5)を o1 = {e1}R, o2 = {e1, e2, e3}R と
おく．o1 における G1(R5)の対称変換 so1 の行列表示は
so1 =

1
−1
−1
−1
−1

となる．γ1 : G→ G ; g 7→ so1gso1 とすると σ1 は Gの対合的自己同型写像になる．
dγ1(X) =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
γ1(exp tX) =
d
dt
∣∣∣∣
t=0
so1(exp tX)so1
=
d
dt
∣∣∣∣
t=0
so1
(
1 + (tX) +
(tX)2
2!
+
(tX)3
3!
+ · · ·
)
so1
= so1Xso1　 (X ∈ g)
dγ1 の +1,−1 固有空間はそれぞれ τ1 の +1,−1 固有空間に一致する．従って dγ1 = τ1
がわかる．o2 における G3(R5)の対称変換 so2 の行列表示は
so2 =

1
1
1
−1
−1

となる．γ2 : G→ G ; g 7→ so2gso2 とすると σ2 は Gの対合的自己同型写像になる．dγ1
と同様に，dγ2(X) = so2Xso2 そして dγ2 = τ2 も成り立つ． 実旗多様体
F1,2(R5) = {(V1, V2) | V1 ∈ G1(R5), V2 ∈ G3(R5), V1 ⊂ V2}
について f0 = (o1, o2)をM = F1,2(R5)の原点とする．GのM への群作用を
G×M →M ; (g, (V1, V2)) 7→ (gV1, gV2)
で与える．Gが G1(R5)と G3(R5)にそれぞれ推移的に作用することから，GはM に推
移的に作用していることが分かる．G の部分群 K を K = {k ∈ G | kf0 = f0} とおく．
K は G1(R5) と G3(R5) のそれぞれの原点を固定するから K ⊂ K1 ∩K2 である．また
逆も成り立つのでK = K1 ∩K2 も成り立つ．従ってK = S(O(1)×O(2)×O(2))を得
る．有限群 Γを Γ = Z2 × Z2 とおく．ρ : Γ→ Aut(G)を
ρ((0, 0)) = idG,　ρ((1, 0)) = γ1,　ρ((0, 1)) = γ2,　ρ((1, 1)) = γ1 ◦ γ2
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と定義する．so1 と so2 が可換であることから γ1 と γ2 は可換になる．このことから ρは
単射準同型になる．Γ対称空間の定義から，GΓ は
GΓ = F (idG, G) ∩ F (γ1, G) ∩ F (γ2, G) ∩ F (γ1 ◦ γ2, G)
となる．F (γ1, G) ∩ F (γ2, G) ⊂ F (idG, G) ∩ F (γ1 ◦ γ2, G)より，
GΓ = F (γ1, G) ∩ F (γ2, G)
となる．K1 = F (γ1, G),K2 = F (γ2, G) であり GΓ0 を GΓ の単位連結成分とすると
GΓ0 ⊂ K = GΓ が成り立つ．従って，M は Γ対称空間になる．[9]の 2.1節の定理 2.1.5
より，
φ : G/K →M ; gK 7→ gf0
は微分同型写像になる．よって，以下では φにより G/K とM を同一視する．M の任意
の元は，ある g ∈ Gにより gf0 と表せる．pi : G→ G/K を自然な射影とする．M の f0
における２つの対称変換 s1, s2 :M →M を
s1 ◦ φ ◦ pi = φ ◦ pi ◦ γ1,　 s2 ◦ φ ◦ pi = φ ◦ pi ◦ γ2
を満たすように定める．
si(gf0) = γi(g)f0 = soigsoif0 = soigf0　 (g ∈ G, i = 1, 2)
ゆえに，f = gf0 とおくと si(f) = soi(f)(i = 1, 2)が成り立つ．さらに s1 と s2 は可換
になる．s1 と s2 により生成される群 Γf0 は
Γf0 = {id, s1, s2, s1 ◦ s2}
である．そして f0 におけるM の不動点集合 F (Γf0 ,M)は
F (Γf0 ,M) = F (id,M) ∩ F (s1,M) ∩ F (s2,M) ∩ F (s1 ◦ s2,M)
となる．F (s1,M) ∩ F (s2,M) ⊂ F (id,M) ∩ F (s1 ◦ s2,M)なので，
F (Γf0 ,M) = F (s1,M) ∩ F (s2,M)
と書ける．
F (s1,M) = {(V1, V2) ∈M | so1V1 = V1, so1V2 = V2}
= {(V1, V2) ∈M | V1 ∈ F (so1 , G1(R5)), V2 ∈ F (so1 , G3(R5))}
23
同様に，
F (s2,M) = {(V1, V2) ∈M | V1 ∈ F (so2 , G1(R5)), V2 ∈ F (so2 , G3(R5))}
それぞれ
F (so1 , G1(R5)) = {{e1}R} ∪ {l ∈ G1(R5) | l ∈ G1({e2, e3, e4, e5}R)}
F (so2 , G1(R5)) = {l ∈ G1(R5) | l ∈ G1({e1, e2, e3}R)} ∪ {l ∈ G1(R5) | l ∈ G1({e4, e5}R)}
であるから，
F (so1 , G1(R5)) ∩ F (so2 , G1(R5)) ={{e1}R} ∪ {l ∈ G1(R5) | l ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {l ∈ G1(R5) | l ∈ G1({e4, e5}R)}
次に，
F (so1 , G3(R5)) ={{e1}R ⊕ V ∈ G3(R5) | V ∈ G2({e2, e3, e4, e5}R)}
∪ {V ∈ G3(R5) | G3({e2, e3, e4, e5}R)}
F (so2 , G3(R5)) ={{e1, e2, e3}R} ∪ {l ⊕ {e4, e5}R ∈ G3(R5) | l ∈ G1({e1, e2, e3}R)}
∪ {V ⊕ l ∈ G3(R5) | V ∈ G2({e1, e2, e3}R), l ∈ G1({e4, e5}R)}
従って
F (so1 , G3(R5)) ∩ F (so2 , G3(R5))
={{e1, e2, e3}R} ∪ {{e1, e4, e5}R} ∪ {l ⊕ {e4, e5}R ∈ G3(R5) | l ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {{e1}R ⊕ l1 ⊕ l2 ∈ G3(R5) | l1 ∈ G1({e2, e3}R), l2 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {{e2, e3}R ⊕ l ∈ G3(R5) | l ∈ G1({e4, e5}R)}
以上より，F (Γf0 ,M) は下記に表すような 2 個の極 M+0 ,M+1 と 9 個の極地
M+3 ,M
+
4 , . . . ,M
+
10 により F (Γf0 ,M) =M+0 ∪M+1 ∪ · · · ∪M+10 と 11個の連結成分の合
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併に分解できる．
M+0 = {f0},M+1 = {f1}
M+2 = {({e1}R, {e1}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e2, e3}R), l2 ∈ G1({e4, e5}R)}
M+3 = {(V1, {e1, e2, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
M+4 = {(V1, V1 ⊕ {e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
M+5 = {(V1, {e1}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R), l ∈ G1({e4, e5}R)}
M+6 = {(V1, {e2, e3}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R), l ∈ G1({e4, e5}R)}
M+7 = {(V1, {e1, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
M+8 = {(V1, {e2, e3}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
M+9 = {(V1, l ⊕ {e4, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e2, e3}R), V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
M+10 = {(V1, {e1}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e2, e3}R), V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
但し，f1 = ({e1}R, {e1, e4, e5}R)とする．以下では，M の原点 f0 を含む対蹠集合を考え
る．まず A0 = {f0}は対蹠集合になることは明らか．M の任意の点を gf0 ∈M で表し，
γ = 1, 2に対しM の gf0 における対称変換 s(γ,gf0) : M → M は Γ対称空間の対称変換
の定義から
s(γ,gf)(f) = gsγ(g
−1f)
である．g1f0 = f1 となるような g1 ∈ Gは，
g1 =

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

である．命題 5.1 より F (Γf1 ,M) = g1F (Γf0 ,M) = F (Γf0 ,M) が成り立つことがわか
る．従って，A1 = {f0, f1} とすれば，A1 は M の対蹠集合になることがわかる．次に
M+2 から f2 = ({e1}R, {e1, e2, e4}R) ∈M+2 をとる．g2f0 = f2 となるような g2 ∈ Gは
g2 =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1

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である．F (Γf2 ,M) = g2F (Γf0 ,M)より，
F (Γf2 ,M) ={f2} ∪ {({e1}R, {e1, e3, e5}R)}
∪ {({e1}R, {e1}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e2, e4}R), l2 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e4}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e3, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e4}R)}
∪ {(V1, {e1}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e4}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e4}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e4}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e3, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e4}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e3, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e2, e4}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e2, e4}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
このことから，
F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf1 ,M) ∩ F (Γf2 ,M)
=
{({ei}R, {ei, ej , ek}R) ∈M | i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i ̸= j, i ̸= k, j < k}
と f0, f1, f2 のそれぞれの不動点集合の共通部分は 30点集合になる．これを A30 とする．
A30 がM の対蹠集合であることをいうために次の補題を示す．
補題 6.1 f = (V1, V2) ∈M とする．このとき，
s(γ,f) = idVγ ⊕ (−idV ⊥γ )　 (γ = 1, 2)
が成り立つ．
証明 g ∈ Gを gf0 = f を満たすものとする．すなわち，go1 = V1 かつ go2 = V2 が成
り立つ．任意の v1 ∈ V1, v′1 ∈ V ⊥1 , v2 ∈ V2, v′2 ∈ V ⊥2 をとる．
s(1,f)(v1) = gso1(g
−1v1) = gso1({e1}R) = g({e1}R) = v1
s(1,f)(v
′
1) = gso1(g
−1v′1) = gso1({e1}⊥R ) = g(−{e1}⊥R ) = −v′1
s(2,f)(v2) = gso2(g
−1v2) = gso2({e1, e2, e3}R) = g({e1, e2, e3}R) = v2
s(2,f)(v
′
2) = gso2(g
−1v′2) = gso2({e1, e2, e3}⊥R ) = g(−{e1, e2, e3}⊥R ) = −v′2
が成り立つので，補題が従う． 2
命題 6.1 A30 はM の極大対蹠集合になる．
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証明 α1, α2 ∈ A30 を α1 =
({ei1}R, {ei1 , ej1 , ek1}R), α2 = ({ei2}R, {ei2 , ej2 , ek2}R)と
する．Γ対称空間の対蹠集合の定義から α2 ∈ F (Γa1 ,M)を示せばよい．補題 6.1から次
のことがわかる．
s(1,α1) = id{ei1}R ⊕
(
−id{ei1}⊥R
)
s(2,α1) = id{ei1 ,ej1 ,ek1}R ⊕
(
−id{ei1 ,ej1 ,ek1}⊥R
)
s(1,α1) と s(2,α1) は e1, e2, e3, e4, e5 をそれぞれ +1倍か −1倍に写す変換なので，
s(1,α1)({ei2}R) = {ei2}R
s(2,α1)({ei2}R) = {ei2}R
s(1,α1)({ei2 , ej2 , ek2}R) = {ei2 , ej2 , ek2}R
s(2,α1)({ei2 , ej2 , ek2}R) = {ei2 , ej2 , ek2}R
が成り立つ．Aを {f0, f1, f2}を含む任意のM の極大対蹠集合とすれば，
A ⊂ F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf1 ,M) ∩ F (Γf2 ,M) = A30
が成り立つ．従って A30 は極大対蹠集合である． 2
A をあらためて，{f0, f1, f2} を含む任意のM の極大対蹠集合とする．M+2 と同様に
M の各極地 M+j (j ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}) からそれぞれ代表的な元をとり，その不動
点集合を求める．f3 = ({e2}R, {e1, e2, e3}R) ∈ M+3 をとる．g3f0 = f3 となるような
g3 ∈ Gは
g3 =

0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

27
である．F (Γf3 ,M) = g3F (Γf0 ,M)より，
F (Γf3 ,M) ={f3} ∪ {({e2}R, {e2, e4, e5}R)}
∪ {({e2}R, {e2}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e1, e3}R), l2 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R), l ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e3}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R), l ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e3}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e4, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e1, e3}R), V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e1, e3}R), V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
f4 = ({e2}R, {e2, e4, e5}R) ∈M+4 をとる．g4f0 = f4 となるような g4 ∈ Gは
g4 =

0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

である．F (Γf4 ,M) = g4F (Γf0 ,M)より，
F (Γf4 ,M) ={f4} ∪ {({e2}R, {e1, e2, e3}R)}
∪ {({e2}R, {e2}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e4, e5}R), l2 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e1, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R), l ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e4, e5}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R), l ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e4, e5}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e1, e3}R) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R), V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R), V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
f5 = ({e2}R, {e1, e2, e4}R) ∈M+5 をとる．g5f0 = f5 となるような g5 ∈ Gは
g5 =

0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

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である．F (Γf5 ,M) = g5F (Γf0 ,M)より，
F (Γf5 ,M) ={f5} ∪ {({e2}R, {e2, e3, e5}R)}
∪ {({e2}R, {e2}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e1, e4}R), l2 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e4}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e3, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e4}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e4}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e4}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e4}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e3, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e4}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e3, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e1, e4}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e1, e4}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
f6 = ({e2}R, {e2, e3, e4}R) ∈M+6 をとる．g6f0 = f6 となるような g6 ∈ Gは
g6 =

0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 −1

である．F (Γf6 ,M) = g6F (Γf0 ,M)より，
F (Γf6 ,M) ={f6} ∪ {({e2, e3, e4}R, {e1, e2, e5}R)}
∪ {({e2}R, {e2}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e3, e4}R), l2 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e3, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e4}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e1, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e4}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e4}R), l ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e3, e4}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e4}R), l ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e3, e4}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e1, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e3, e4}R), V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e2}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e3, e4}R), V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
f7 = ({e4}R, {e1, e4, e5}R) ∈M+7 をとる．g7f0 = f7 となるような g7 ∈ Gは
g7 =

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0

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である．F (Γf7 ,M) = g7F (Γf0 ,M)より，
F (Γf7 ,M) ={f7} ∪ {({e4}R, {e2, e3, e4}R)}
∪ {({e4}R, {e4}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e1, e5}R), l2 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e1, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e2, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R), l ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e1, e5}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R), l ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e2, e3, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e1, e5}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e2, e3}R) ∈M | l ∈ G1({e1, e5}R), V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e1, e5}R), V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
f8 = ({e4}R, {e2, e3, e4}R) ∈M+8 をとる．g8f0 = f8 となるような g8 ∈ Gは
g8 =

0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1

である．F (Γf8 ,M) = g8F (Γf0 ,M)より，
F (Γf8 ,M) ={f8} ∪ {({e4}R, {e1, e4, e5}R)}
∪ {({e4}R, {e4}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e2, e3}R), l2 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e3, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e1, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R), l ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e3}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e3}R), l ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e2, e3}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e1, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e2, e3}R), V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e2, e3}R), V1 ∈ G1({e1, e5}R)}
f9 = ({e4}R, {e2, e4, e5}R) ∈M+9 をとる．g9f0 = f9 となるような g9 ∈ Gは
g9 =

0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0

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である．F (Γf9 ,M) = g9F (Γf0 ,M)より，
F (Γf9 ,M) ={f9} ∪ {({e4}R, {e1, e3, e4}R)}
∪ {({e4}R, {e4}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e2, e5}R), l2 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e5}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e1, e3}R) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e5}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e5}R), l ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2, e5}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e2, e5}R), l ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e1, e3, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e2, e5}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e1, e3}R) ∈M | l ∈ G1({e2, e5}R), V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e2, e5}R), V1 ∈ G1({e1, e3}R)}
f10 = ({e4}R, {e1, e2, e4}R) ∈M+10 をとる．g10f0 = f10 となるような g10 ∈ Gは
g10 =

0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1

である．F (Γf10 ,M) = g3F (Γf10 ,M)より，
F (Γf10 ,M) ={f10} ∪ {({e4}R, {e3, e4, e5}R)}
∪ {({e4}R, {e4}R ⊕ l1 ⊕ l2) ∈M | l1 ∈ G1({e1, e2}R), l2 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2, e4}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e2}R)}
∪ {(V1, V1 ⊕ {e3, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e2}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ V1 ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e2}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2}R ⊕ l) ∈M | V1 ∈ G1({e1, e2}R), l ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e3, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e1, e2}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, l ⊕ {e3, e5}R) ∈M | l ∈ G1({e1, e2}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
∪ {(V1, {e4}R ⊕ l ⊕ V1) ∈M | l ∈ G1({e1, e2}R), V1 ∈ G1({e3, e5}R)}
以上の不動点集合の結果を使って，M の極大対蹠集合の合同類の決定をしたい．そのた
めに，まず次の補題を示す．
補題 6.2 M = F1,2(R)のとき，任意の x, y ∈M に対して次が成り立つ．
y ∈ F (Γx,M)のとき x ∈ F (Γy,M)
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証明 命題 5.1から，x, y ∈M に対する y ∈ F (Γx,M)という関係は G不変である．ゆ
えに，gx = f0となるような g ∈ Gをとれば，gy ∈ F (Γf0 ,M)が成り立つ．よって x = f0
の仮定のもとで補題を証明すれば十分であることがわかる． y ∈ F (Γf0 ,M)とすると，あ
る一つの j ∈ {0, 1, 2, . . . , 10}に対して y ∈M+j が成り立つ．K = S(O(1)×O(2)×O(2))
は各極地M+j に推移的に作用することが極地の具体的な表示から分かる．よって，ある
k ∈ K に対して，kfj = y が成り立つ．これまでの各 i ∈ {0, 1, 2, . . . , 10}に対する fi の
不動点集合の結果から，f0 ∈ F (Γfj ,M)がわかる．従って f0 が K の作用で固定される
ことを考えれば，f0 = kf0 ∈ F (Γkfj ,M) = F (Γy,M)が従う． 2
定理 6.1 AをM の任意の極大対蹠集合としたとき，Aは A30 と G合同である．すなわ
ち，#ΓM = 30となる．
証明 G = SO(5) は F1,2(R5) に推移的に作用するので，G の作用により，A は f0 を
含んでいるものとしても一般性を失わない．f0 と f1 における不動点集合が一致するこ
とから、任意の a ∈ A に対して a ∈ F (Γf0 ,M) = F (Γf1 ,M) が成り立つ．すると補題
6.2より，f1 ∈ F (Γa,M)も成り立つことがわかるので，f1 ∈ Aが成り立つ．Aから一
点ずつ元をとっていくことを考える．1 番目，2 番目，3 番目，· · · の点を a0, a1, a2, . . .
と表していく．まず，A は f0, f1 を含む極大対蹠集合なので，a0 = f0, a1 = f1 とす
る．A ⊂ F (Γf0 ,M) が成り立つので a2 を考えるとき，F (Γf0 ,M) からとる．さらに
F (Γf0 ,M)の各極地M+j はK 軌道になることがM+j の表示から分かる．各M+j に A30
の点が含まれているので，軌道の起点として A30 の点をとることができる．すなわち，
M+j = K · fj が成り立つ．K は f0 と f1 を固定するので a2 は {f2, f3, f4, . . . , f10}から
選ぶ場合を考えれば十分である．
(i) a2 ∈ {f2, f5, f6, f9, f10}の場合
2⋂
i=0
F (Γai ,M) = A30 が {f2, f5, f6, f9, f10}の不動点集合の結果からわかる．
(ii) a2 ∈ {f3, f4, f7, f8}の場合
g1f0 = f1 となる g1 は
g1 =

1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

であった．この g1 の作用により，{f0, f1, f3}と {f0, f1, f7}はG合同に写り合う．
さらに {f0, f1, f4}と {f0, f1, f8}もG合同に写り合う．ゆえに a2 ∈ {f3, f4}の場
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合を考えれば十分である． f3 と f4 の不動点集合の結果から
F (Γf3 ,M) = F (Γf4 ,M)
がわかる．補題 6.2を用いると f3 ∈ Aのとき f4 ∈ Aが成り立つ．ゆえに，a2 =
f3, a3 = f4であるとしてよい．次に，a4は F (Γf0 ,M)∩F (Γf1 ,M)∩F (Γf3 ,M)∩
F (Γf4 ,M) からとる．F (Γf0 ,M) = F (Γf1 ,M) と F (Γf3 ,M) = F (Γf4 ,M) より
a4は F (Γf0 ,M)∩F (Γf3 ,M)から選ぶ．そしてこれは次のような 18個の連結成分
L+j (j ∈ {0, 1, 2 . . . 17})により，F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf3 ,M) =
17⋃
j=0
L+j と表示できる．
L+0 = {f0}, L+1 = {f1}, L+2 = {f3}, L+3 = {f4}
L+4 = {({e3}R, {e1, e2, e3}R)}, L+5 = {({e3}R, {e3, e4, e5}R)}
L+6 = {({e1}R, {e1, e2}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+7 = {({e1}R, {e1, e3}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+8 = {({e2}R, {e1, e2}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+9 = {({e3}R, {e1, e3}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+10 = {({e2}R, {e2, e3}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+11 = {({e3}R, {e2, e3}R ⊕ l) ∈M | l ∈ G1({e4, e5}R)}
L+12 = {(V1, {e1, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
L+13 = {(V1, {e2, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
L+14 = {(V1, {e3, e4, e5}R) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
L+15 = {(V1, {e1, e2}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
L+16 = {(V1, {e1, e3}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
L+17 = {(V1, {e2, e3}R ⊕ V1) ∈M | V1 ∈ G1({e4, e5}R)}
K の部分群 H を
H =

1
1
1
SO(2)

とする．各連結成分 L+j がH 軌道になっていることは，L+j の表示からわかる．各
L+j に A30 の点が含まれていることと，f0, f1, f3, f4 がH の作用で固定されること
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より，a4 は各 L+j から代表的な元を取ってくれば十分である．k ∈ K ⊂ SO(5)を
k =

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

とする．f ′3 = ({e3}R, {e1, e2, e3}R) ∈ L+4、f ′4 = ({e3}R, {e3, e4, e5}R) ∈ L+5 と
おく．すると f3 と f ′3、f4 と f ′4 は互いに k の作用で写りあうことがわかる．
i ∈ {3, 4}に対して，kfi = f ′i であり，
F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf ′i ,M) = F (Γf0 ,M) ∩ F (Γkfi ,M)
= F (Γf0 ,M) ∩ kF (Γfi ,M)
= k(F (Γf0 ,M) ∩ F (Γfi ,M))
が成り立ち，F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf3 ,M)の具体的な表示から，
k(F (Γf0 ,M) ∩ F (Γfi ,M)) = F (Γf0 ,M) ∩ F (Γfi ,M)
が従う．ゆえに補題 6.2より f ′3, f ′4 ∈ Aが成り立つ．従って，a4 = f ′3, a5 = f ′4 と
する．
(ii-a) a6 ∈ L+6 ∪ L+7 ∪ L+8 ∪ L+9 ∪ L+10 ∪ L+11 ∪ L+13 ∪ L+14 ∪ L+15 ∪ L+16 の場合
L+6 , L
+
8 , L
+
10, L
+
13, L
+
15 の代表的な元として，それぞれ f2, f5, f6, f9, f10 を取る
ことができる．L+6 は L+7 と，L+8 と L+9 と，L+10 は L+11 と，L+13 は L+14 と，
L+15 は L+16 とそれぞれ k の作用で写り合う．ゆえに kf2 ∈ L+7，kf5 ∈ L+9，
kf6 ∈ L+11，kf9 ∈ L+14，kf10 ∈ L+16 となる．(i)より任意の j ∈ {2, 5, 6, 9, 10}
に対して
F (Γf0 ,M) ∩ F (Γfj ,M) = A30
が成り立ので，
F (Γf0 ,M) ∩ F (Γkfj ,M) = F (Γf0 ,M) ∩ kF (Γfi ,M)
= k(F (Γf0 ,M) ∩ F (Γfj ,M))
= kA30 = A30
となる．従って，この場合
6⋂
i=0
F (Γai ,M) = A30 が成り立つ．
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(ii-b) a6 ∈ L+12 ∪ L+17 の場合
L+12 = M
+
7 , L
+
17 = M
+
8 であることがそれぞれ L+12, L+17 の表示からわかる．
なので，それぞれ L+12, L+17 の代表的な元として f7, f8 を取ることができる．
f7, f8 それぞれの不動点集合の結果より，
F (Γf0 ,M) ∩ F (Γf1 ,M) ∩ F (Γf3 ,M) ∩ F (Γf4 ,M) ∩ F (Γf7 ,M) = A30
であることと，
F (Γf7 ,M) = F (Γf8 ,M)
がわかる．従ってこの場合，
6⋂
i=0
F (Γai ,M) = A30 が成り立つ．　
以上の結果から，M の任意の極大対蹠集合 A の元をどのように選んでいっても，
ある g ∈ Gの作用により gA ⊂ A30が成り立つことがわかった．命題 6.1より A30
が f0 を含むM の極大対蹠集合であることから，gA = A30 が成り立つ．以上より
M の極大対蹠集合の合同類が唯一つであることがわかり，M の対蹠数が 30であ
ることがわかった． 2
7 先行研究から考察する本稿の結果の位置付けと今後の研究
課題について
今回得られた結果に関連する先行研究をいくつか紹介し，今回の結果がそれらの研究の
流れから踏まえて，どの様な意味を持つのかを述べたい．そして今後どのような研究課題
が生じるのかを述べる．
入江, 酒井, 田崎らが行った複素旗多様体の k 対称空間としての対蹠集合を調べたもの
として，[6]の定理 4の内容を紹介する．
定理 7.1（cf. [6] Theorem 4.） u ∈ U(n)に対して，
uwi = zivi　 (1 ≤ i ≤ n)
をみたす zi ∈ U(1) と Rn の正の向きに正規直交基底 v1, . . . , vn と w1, . . . , wn をとる．
{1, . . . , n}に次のような同値関係 ∼を入れる．
i ∼ j のとき zi = ±zj
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この同値関係によって {1, . . . , n}を
{1, . . . , n} = N1 ∪ · · · ∪Ns
と類別する．このとき，Fn1,...,nr (Cn)において
Fn1,...,nr (Rn) ∩ Fn1,...,nr (uRn)
={(V1, . . . , Vr) ∈ Fn1,...,nr (Cn) | Vi ∈ Fn1+···+ni(Rn) ∩ Fn1+···+ni(uRn)(1 ≤ i ≤ r)}
が成り立つ．特に，Fn1,...,nr (Rn)と Fn1,...,nr (uRn)が横断的に交わる必要十分条件は，
i ̸= j のとき zi ̸= ±zj
である．このとき
Fn1,...,nr (Rn) ∩ Fn1,...,nr (uRn)
={({vi1 , . . . , vn1}C, {vi1 , . . . , vn1+n2}C, . . . , {vi1 , . . . , vn1+···+nr}C)
| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,
1 ≤ in1+···nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,
#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr}
となり，交叉は Fn1,...,nr (Rn) と Fn1,...,nr (uRn) の極大対蹠集合になる．この交叉は
Fn1,...,nr (Cn)の極大対蹠集合にもなっている．
この定理で述べられている複素旗多様体の実形の交叉として表れる対蹠集合は，
F1,2(R5) の場合として得た本稿の 7 節の 30 点集合 A30 の拡張になっている．これは
F1,2(R5)の Z2 × Z2 対称空間としての対蹠集合の構造と，[6]の結果が一致したことを意
味している．そしてさらに今後の研究課題として，一般の実旗多様体 Fn1,...,nr (Rn)にお
いても，その Γ対称空間の構造から極地と極大対蹠集合を調べると，その合同類は唯一つ
となり定理 7.1の主張で述べている極大対蹠集合の表示と一致することが期待できる．
竹内が [8]で行った対称 R空間の 2-numberと Z2 係数ホモロジー群の次元との関係性
についての研究を紹介する．
定理 7.2（cf. [8] THEOREM.） M を対称 R空間とする．M の Z2 係数ホモロジー群を
H(M ;Z2)で表す．このとき次が成り立つ．
#2M = dimH(M ;Z2)
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C. Sa´nchez [5]は複素旗多様体の k対称空間としての構造から index numberと呼ばれ
る不変量を実旗多様体に定義し，実旗多様体の対蹠集合の構造を調べた．そして Sa´nchez
は竹内の定理を R空間に拡張した．今回の結果では Sa´nchezの結果と独立して，実旗多
様体の Z2 × Z2 対称空間としての極大対蹠集合を調べた．そして次のことがわかった．
#ΓF1,2(R5) = 30 = dimH∗(F1,2(R5),Z2)
今後竹内，Sa´nchezらの研究の拡張として，一般の Γ対称空間の対蹠集合の構造とトポロ
ジーの関係が明らかになることが期待される．
最後に，Γ 対称空間の極地と対蹠集合について，本稿で示せなかった問題を以下に述
べる．
• 命題 5.2 において，G/K を Γ 対称空間として，o ∈ G/K における不動点集合
F (Γo,M)がK 不変であることを述べた．これは Riemann対称空間における命題
3.2の拡張であるが，
F (Γo,M) = KΣ
となるような断面 Σがとれるかどうか．
• 一般の Γ対称空間の対蹠集合が有限集合になるか，対蹠数が有限になるか．
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